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]. Introducciéon y Marco del Proyecto

1.1 El problema del ajuste de curva

En el andlisis de datos y la modelacién matemadtica, uno de los objetivos principales es encon-
trar una funciéon que describa de manera adecuada la relacién entre un conjunto de variables
observadas.

Y=f(X)+e (D

Y es la variable respuesta, X la predictora, f(X) la curva, y el ruido.

El método de minimos cuadrados se introduce como una de las herramientas fundamentales
para este propdsito. Este método permite estimar los pardmetros de un modelo al minimizar
la suma de los errores cuadraticos, es decir, la diferencia al cuadrado entre los valores que
realmente observamos y los que nuestro modelo predice.

1.2 La naturalesa de la regresion

Es un error comun pensar que el método de minimos cuadrados esta estrictamente limitado a
modelar relaciones que son geométricamente lineas rectas. Es importante aclarar que la regre-
sion se denomina lineal porque es lineal respecto a los parametros que se desean estimar, pero
no tiene que serlo respecto a los atributos o variables independientes.

Por ejemplo, si tenemos un conjunto de puntos (z1,¥1), ..., (Zn, ¥n) y SUpONemos que siguen un
comportamiento parabdlico, podemos aplicar minimos cuadrados para hallar los coeficientes
a, b, y ¢ del modelo y = a + bx + cx?. En esta expresion, aunque la variable x esté elevada
al cuadrado, la relacién sigue siendo lineal para los pardmetros (a, b, ¢). Por lo tanto, el mé-
todo de minimos cuadrados es capaz de modelar curvas, con la dinica condicion de que
se fije previamente una forma funcional global y adecuada para todo el conjunto de datos.

2 Fundamentos matematicos: el problema de minimos cuadrados
y algebra lineal esencial

En esta seccién enunciaremos el problema de minimos cuadrados y definiremos la teoria nece-
saria del dlgebra lineal para entender este problema y su solucién con la finalidad también de
fijar una base para permitir un facil entendimiento de manera posterior de la solucién mediante
B -splines y en qué se diferencia esta solucion de una solucién mediante una regresiéon lineal
ordinaria.

2.1 El problema de minimos cuadrados

Todo lo que cambia, de un modelo al siguiente, son las columnas de X. El
dlgebra que las resuelve no cambia nunca.
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En la modelacién estadistica, el punto de partida es el modelo lineal general:
Y=X0+¢ (2)

donde Y € R" es el vector de respuestas observadas, X € R"*? es la matriz de disefio (cuyas
columnas representan las variables predictivas evaluadas en n observaciones), § € R? es el vec-
tor de pardmetros a estimar, y ¢ € R” es el error aleatorio.

Estructuralmente, este modelo es la representacion matricial del clasico sistema de ecuaciones
lineales Ax = b. En el lenguaje de la regresion, la matriz de disefio X se define como matriz de
coeficientes A, el vector de pardmetros [ es x y el vector de respuestas Y es b.

En la practica, particularmente al trabajar con datos empiricos, el nimero de observaciones su-
pera el de parametros (n > p). Esta sobredeterminaciéon implica que el sistema X3 =Y es, por
lo general, inconsistente (No tiene solucién Exacta). La presencia del ruido aleatorio ¢ provoca
que el vector Y casi nunca pertenezca al espacio columna de la matriz de disefio, Col(X). Al
no existir una solucién exacta, el objetivo se transforma en un problema de optimizacion: en-
contrar la mejor aproximacién posible a la solucién dentro de Col(X') que minimice la distancia
euclidiana respecto a Y, es decir, resolver:

, 2

min [[Y — X ]| 3)
Definimos geométricamente, la mejor aproximaciéon como la proyeccion ortogonal del vector
Y sobre el subespacio Col(X). Denotemos esta proyeccién como Y = X3, la cual representa la
mejor prediccién posible dada la estructura del modelo. La condicién analitica que caracteriza
a esta proyeccion es que el vector residual (¢),e =Y — Y, debe ser ortogonal a todo el espacio
Col(X) y, por ende, ortogonal a cada una de las columnas de X. En términos matriciales, esto
exige que el producto interno entre las columnas de X y el residuo sea cero:

xXTe=0 = XT(v-XB)=0 4

reemplazando el error por su definiciéon como la diferencia entre el vector de observaciones y la
mejor estimacion de este; y distribuyendo los términos, llegamos a las fundamentales ecuaciones
normales:

XTx3=xTy (5)

Este nuevo sistema de ecuaciones siempre es consistente y garantiza al menos una solucién £,
reduciendo el problema de minimos cuadrados a su resolucion algebraica.

La unicidad de dicha solucion depende de las propiedades intrinsecas de la matriz de disefio,
descritas por el Teorema del Rango - Nulidad (enunciamos este teorema mas adelante):

= Solucidn tnica: Sirango(X) = p, las columnas de X son linealmente independientes. En
consecuencia, la matriz X7 X (de dimensiones p x p) es definida positiva y, por lo tanto,
invertible. La solucidn 6ptima esta univocamente determinada por:

B=xTx)"'xTy.

= Infinitas soluciones: Si rango(X) < p, las columnas de X son linealmente dependientes
(escenario comtin en modelos sobreparametrizados). En este caso, X’ X es una matriz
singular y el ndcleo de X, Nul(X), no es trivial. Existirdn infinitas soluciones para B,
todas de la forma Bo + v, donde 30 es una solucidén particular y v € Nul(X).
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Es importante destacar que, incluso cuando los estimadores B no son tnicos, la prediccién
Y = XBy el vector residual e = Y — Y si lo son. La proyeccién ortogonal de un vector so-
bre un subespacio vectorial estd determinada de manera unica, independientemente de qué
base geométrica o combinacién de columnas se utilice para generar dicho subespacio.

2.2 Fundamentos Algebraicos: Conceptos Minimos

Lo que sigue no es un repaso completo de algebra lineal, sino algunos conceptos basicos para
poder plantear, entender y, mas adelante, resolver el problema de minimos cuadrados, y para
poder describir con precision qué cambia entre el spline lineal, el polinomial y los B-Splines.
Cada concepto se define de forma rigurosa, sin demostraciones, y se contextualiza hacia el uso
que se le va a dar.

-

Definicién 2.1 (Sistema lineal y eliminacion de Gauss-Jordan). Resolver un sistema de
ecuaciones lineales como el que tenemos significa preguntarse si el vector b de términos
constantes es expresable como convinacién lineal de las columnas de la matriz A: dado
A e R™"ybe R™, buscamos z tal que

Ax = b.

La eliminacion de Gauss-Jordan responde a esta pregunta: al reducir la matriz aumentada
[A | b] a su forma escalonada reducida reducida por renglones (RREF), y en esa forma la
existencia y unicidad de z quedan a simple vista.

la pregunta de si b cae dentro o fuera del espacio que ellas generan es exactamente el
que reaparece cuando se ajusta un modelo a datos. La diferencia es que ahi b casi nunca
coincide con ese espacio: el ruido lo empuja fuera, el sistema se vuelve inconsistente, y es
precisamente de esa inconsistencia de no poder resolver Az = b exactamente que nace el
problema de minimos cuadrados.

Definicion 2.2 (Multiplicaciéon matriz-vector y multiplicacion de matrices). Dada A €
R™*" yx € R", el producto Az definido como el producto punto entre cada fila de la matriz
y el vector columna pero para fines de este estudio lo trabajaremos como combinacion
lineal de las columnas de A:

Az = Z:Ein’j (6)
j=1

La multiplicaciéon de dos matrices AB se entiende, bajo esta misma légica, columna a co-
lumna: cada columna de AB es el producto de A por la columna correspondiente de B. Esta
lectura columnar es la que hace visible, mas adelante, que las predicciones de un modelo
de regresion son combinaciones de las columnas de la matriz de disefio.

Definicion 2.3 (Transformacion lineal). Una funciéon T : R® — R™ es una transformacién
lineal si preserva sumas y escalares:

s T(u+v)=T(u)+T(v)

» T(cu) = cT'(u)
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Toda matriz A € R™*" induce una transformacién lineal mediante 7'(z) = Az, y toda trans-
formacion lineal entre espacios de dimension finita se representa asi, para alguna matriz A.
Pensar en A como una transformacién y no solo como una tabla llena de numeros es lo
que nos permite hablar, sin ambigiiedad, del conjunto de todas las salidas posibles de un
modelo.

Definicion 2.4 (Subespacio, independencia lineal, base y dimensién). Un subconjunto
novacio V' C R" es un subespacio de R" si y solo si cumple con las siguientes dos condiciones
de cerradura:

1. Va,y € V = x +y € V (Cerrado bajo la suma).
2. Vx € VyVa € R = az € V (Cerrado bajo la multiplicacién escalar).

Los vectores vy, vs,...,v, € V son linealmente independientes si son vectores tinicos, no
una combinacién lineal de los demas vectores de su conjunto. Formalmente, el conjunto
es linealmente independiente si la tinica forma de anular su combinacion lineal es anulando
todos los escalares:

m
Zaivi:0:>a1:a2:---:am20, a; € F.
i=1

Si en cambio existen escalares a1, ..., a, € FF, no todos nulos, para los cuales la combina-
cién se anula, el conjunto es linealmente dependiente: al menos uno de los vectores se puede
expresar en términos de los otros.

Definiremos una Base B = {vj,v2,...,v,} C V como el conjunto minimo de vectores
que definen la estructura y dimencion de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo I y debe
cumplir simultdneamente dos propiedades.

Primero, independencia lineal: el conjunto B no contiene redundancias , es decir la tnica
combinacidn lineal que producen es el vector nulo.

Segundo, generacion del espacio: B basta para construir cualquier vector de V,
span(vy,...,v,) =V,
es decir, para todo v € V existen escalares cy,...,c, € I tales que v = >}'_; ¢V

Esta nocién de base es la que distingue entre una base global de potencias y una base
local de funciones spline : ambas generan un mismo espacio de curvas posibles, pero con
propiedades muy distintas.

La dimension de un espacio vectorial de dimension finita V' (denotada como dim V') se
define de la siguiente manera:

= dim V es la longitud (el nimero de vectores) de cualquiera de sus bases.

Si en cambio un espacio vectorial no puede ser generado por una lista finita de vectores, se
clasifica como de dimension infinita.
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Definicién 2.5 (Espacio columna y espacio nulo). Para A € R™*":

» El espacio columna Col(A) = {Az : x € R"} C R™ es el conjunto de todas las
combinaciones lineales de las columnas de A el conjunto de todas las respuestas que
el sistema puede producir.

= Espacio nulo (o kernel) de una matriz A. Es el conjunto de todos los vectores x que,
al multiplicarlos por A, dan como resultado el vector cero:

Nul(A) = {z € R" : Az = 0}.

El rango de A, rango(A) = dim(Col(A)), es decir, el nimero méximo de columnas lineal-
mente independientes de la matriz, indicando asi cuantas columnas aportan informacién
verdaderamente nueva.

Teorema 2.6 (Teorema de Rango-Nulidad / Teorema Fundamental de las Aplicaciones
Lineales). Sea A € R™*" la matriz representante de una transformacién lineal T : R™ — R™
definida por T'(x) = Ax. Se cumple que:

rango(A4) + dim(Nul(A)) =n
donde:

» rango(A4) = dim(Col(A)) representa la dimensién del espacio de columnas (o rango de
la matriz).

» dim(Nul(A)) representa la dimension del espacio nulo (0 nulidad de la matriz).

» 1 es el nimero de columnas de A (la dimension del espacio de partida o dominio, equi-
valente al niumero de variables o incognitas del sistema).

Definicién 2.7 (Norma inducida por el producto interno). Sea V' un espacio con producto
interno sobre F. La norma inducida de v € V' es

[oll = v/ (v, v).

En R” con el producto interno candnico esto da ||v| = /> 1, v?; en L%*(a,b) da || f| =

[ b . . . . . .
[.) f(x)?dz: la misma férmula mide vectores discretos y funciones continuas.Como pro-
viene de un producto interno, esta norma satisface

lu+ol* = [[ul® + ol* <= (u,v) =0.

Minimos cuadrados minimiza, esta identidad es lo que permite reemplazar ese problema
de minimizacién por una condicién de ortogonalidad: en el éptimo, el residuo e = y — X3
es perpendicular al espacio de columnas de X, y de ahi salen directamente las ecuaciones
normales X7 X3 = xTy.

Definicion 2.8 (Proyeccion ortogonal y proyeccion sobre una base ortonormal). Dado
un subespacio W C R™, todo vector y se descompone de manera tinica como y = § + z,
con ) € Wy ze W+ (es decir, ~ ortogonal a todo vector de V).
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El vector g es la proyeccidn ortogonal de y sobre W, y es, entre todos los vectores de W,
el més cercano a y. Cuando W tiene una base ortonormal {q;, ..., g; } vectores unitarios y
mutuamente ortogonales, la proyeccidn se calcula sin necesidad de resolver ningun sistema:

k
=1

Esta es, exactamente, la operacion geométrica detrds del ajuste por minimos cuadrados:
buscar el punto del espacio columna de la matriz de disefio mas cercano al vector de datos
observado.

Definicién 2.9 (Autovalores y autovectores). Un vector x # 0 es autovector de una
matriz cuadrada A € R™*"™, asociado al autovalor A € R, si Az = Ax: una direcciéon que
A no rota, solo expande o contrae. Cuando A es simétrica como lo es siempre AT A, sus
autovalores son reales y no negativos.

Basta con tener esa propiedad: es la que explica por qué una matriz de la forma AT A se
comporta de forma numéricamente estable o inestable segtin qué tan chicos sean sus auto-
valores mas pequefios.

.

Ahora que hemos definido algunos conceptos importantes para comprender el problema de
minimos cuadrados, analizaremos este problema desde la perspectiva de la optimizacion, tra-
tdndolo como un problema de optimizacion.

2.3 El problema de optimizacion

Tomando los conceptos previamente definidos en la seccion de fundamentacion, en especial el
de la norma inducida, minimizar la distancia ||Y" — X 3| es equivalente a minimizar su cuadrado
lo que nos ahorra trabajar con raices cuadradas al derivar.

n}BanY—XﬁH — n}gl’nHY—XﬁHQ (7)

ahora definimos la funcion de perdida (RSS - Suma de cuadrados de los residuos) como el
cuadrado de la norma, es decir, el producto interior del vector de residuos consigo mismo:

S(B) =Y = XB|* = (Y = XB)" (Y - XB) ®)
al desarrollar el producto de los binomios tenemos que la traspuesta del primer binomio es:
Y —xp)T =yT - pgTxT,
luego multiplicamos los binomios
SB) =T =p"X)Y -XB)=Y"Y - YTXB- ' XTY + BT XTXp.

ahora podemos simplificar los términos cruzados utilizando que todo escalar es igual a su propia
transpuesta. Los términos Y7 X3y 87 X7Y son escalares (de dimensién 1 x 1), por lo tanto

YIxp=Txp)? =pTx"Ty.

—YT'xp-pTXTy = 28T XY
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llegando a la simplificacion de la funcion de RSS

SB) =YTy — 287Xy + gTXTX 3|

2.4 La solucion algebraica: convergencia del calculo y la geometria

Al tratarse de una funcién cuadrdtica, encontrar el minimo global de S(3) requiere identificar
su punto estacionario. Esto significa que debemos derivar la funciéon con respecto al vector 3 e
igualamos a 0.

Procedemos a calcular el gradiente de la funciéon simplificada, analizando término por término:
S(B)=vTy —28TxTy + g1 XT X,

s 9 9 E

—=—(Y'Y)-2 TxTy XTx
=0—-2XTy +2XTX35.
95 _ 0 = —2XTy+2xTXxpB=0
op

Agrupando estos resultados parciales, planteamos la ecuacién de primer orden para la minimi-
zacion: 5s

— =-2XTy +2XTXB=0.

a3 + B=0

Luego, al dividir toda la expresién por 2 y reorganizar los términos, llegamos a la siguiente
ecuacion, que es la misma a la que se lleg6 anteriormente al plantear el problema de minimos
cuadrados bajo el concepto de proyeccién ortogonal.

XTxp=x"Ty.
Llegando de dos maneras a las mismas ecuaciones normales.

A la solucion teérica de este sistema la denotaremos como 3.Para concluir y encontrar el valor
explicito de 3, usando el Teorema de Rango-Nulidad definido antes. Si asumimos que las co-
lumnas de la matriz de disefio X son linealmente independientes, entonces la matriz cuadrada
XTX es simétrica y definida positiva, lo cual garantiza de forma absoluta que es invertible.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién normal por la izquierda por la inversa (X7 X)~!,
logramos despejar el vector de pardmetros y concluimosque que, con esta ecuacion, podemos
resolver por completo nuestro problema de optimizacién por minimos cuadrados :

B=xXTx)"'xTy.

2.5 La evolucion de la matriz de disefio: De lo global a lo local

Hemos establecido el motor algebraico de minimos cuadrados: la solucién siempre serd la mis-
ma. La diferencia fundamental entre un ajuste rigido y uno flexible radica exclusivamente en
cémo construimos las columnas de la matriz de disefio X.
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2.5.1. Regresion polinomial clasica: El problema del soporte global

El primer enfoque que podemos utilizar para ajustar datos que no siguen una linea recta es
aumentar el grado del modelo utilizando un polinomio global de grado d:

y = Bo+ Pz + Box® + -+ + Bz,

En este modelo, las columnas de la matriz X estdn formadas por las potencias de la variable
predictora: 1,z, 22, ..., 2% Aunque el dlgebra de minimos cuadrados resuelve este sistema sin
problemas, esta base geométrica tiene una limitacién importante que es el soporte global.

Dado que la funcién z? esta definida y es distinta de cero en todo el dominio, alterar un solo
punto de los datos en el extremo izquierdo de la grafica modificard los coeficientes 3, lo cual
alterard la curva en el extremo derecho. Ademads, al intentar capturar variaciones complejas
aumentando el grado d, los polinomios tienden a oscilar violentamente en los extremos del
intervalo. Necesitamos, por tanto, una estrategia que nos brinde control local.

2.5.2. Splines lineales: Dividiendo el dominio

Para solucionar el problema del soporte global, la estrategia es simple: dividir el problema en
partes mas pequeiias. Introducimos una serie de puntos de corte en el dominio del eje x llama-
dos nodos (o knots), denotados como 71, 7o, ..., T%.

Un spline lineal ajusta una recta diferente en cada intervalo definido por estos nodos, pero con
la restriccion matematica de que las rectas deben conectarse exactamente en los nodos para
garantizar que la funcién final sea continua.

Al hacer esto, las columnas de nuestra matriz X cambian. Ya no usamos potencias globales,
sino funciones que solo se activan o son diferentes de O en ciertas regiones del dominio. Esto
nos permite control local: si los datos cambian en un intervalo, solo cambian las pendientes
de ese vecindario, dejando el resto de la curva intacta. Sin embargo, surge un nuevo problema
geométrico: aunque la curva es continua, las uniones en los nodos forman picos. La funcién no
es diferenciable en los nodos, lo que definiremos como falta de suavidad.

2.5.3. Splines polinomiales: Recuperando la suavidad

Para eliminar los picos de los splines lineales sin perder el control local, elevamos el grado
matematico de los tramos. En lugar de conectar lineas rectas, conectamos polinomios de
grado superior (generalmente grado 3, conocidos como splines ctibicos).

El salto cualitativo aqui es que no solo seguimos teniendo la restriccion de que los tramos po-
linomiales se unan en los nodos (manteniendo la continuidad de la funcién, f(z)), sino que
tambié tenemos que sus derivadas coincidan en esos puntos de unioén. Para un spline ctibico,
forzamos a que la primera derivada (la pendiente, f/(x)) y la segunda derivada (la concavidad,
f"(x)) sean iguales al pasar de un intervalo al siguiente por el nodo ;.

El resultado es una curva suave a la vista y al calculo, que no cambia violentamente en los ex-
tremos y que mantiene un comportamiento local. Sin embargo, a nivel computacional, construir
las columnas de la matriz X para que respeten todas estas condiciones de continuidad usan-
do bases tradicionales (como las potencias truncadas) genera matrices X TX extremadamente
inestables y casi singulares(Tedricamente imposible de invertir).



Introduccion a los B-splines Pares Ordenados 2026

Debido a este problema de mal condicionamiento, es obligatorio recurrir a métodos numéricos
de factorizacion matricial para aproximar la solucién del sistema, tales como la Descomposicion
QR o la Descomposicion en Valores Singulares (SVD).

En este punto nos planteamos una mejor solucién también desde la parte computacional. Nece-
sitamos una base matemadtica diferente que genere exactamente este mismo espacio de splines
polinomiales suaves, pero cuyas columnas sean numéricamente estables, estrictamente locales
y faciles de computar. Esa base definitiva, asi introducimos el método de B-splines.

Nota: Dado que el desarrollo e implementacion de estos algoritmos numéricos desde cero no es el
objetivo de este trabajo, para nuestro andlisis prdctico, Usamos una implementacién computacional
ya hecha en Python.

3 B-splines: Flexibilidad y control local

Como hemos establecido al final de la seccién anterior, el problema analitico de los splines po-
linomiales tradicionales radica en la base matemadtica que se elige para construir el espacio de
funciones. Con nuetros conocimientos anteriores de algebra lineal, la teoria de espacios vecto-
riales y la geometria podemos dar paso a una soluciéon mucho mds robusta y tedricamente mejor
estructurada: los B-splines (cuyo nombre proviene de Basis splines o splines base).

Datos simulados

2.0 A
1.5 1
>
1.0 1
0.5 A
of o observaciones
0.0 D - f(x) verdadera

0 1 2 3 4 5 6
X

Figura 1: Datos simulados con curva de ajuste B-spline

3.1 Definicién Formal de Splines

Sean una particién o secuencia de nodos 79 < 71 < ... < 7,;, sobre un dominio real. Un spline
s(u) de grado n es una funcién polinémica por trozos definida de manera que en cada intervalo
intermodal [a;, a;+1] es un polinomio de grado a lo sumo n, y tiene derivadas continuas hasta el
orden k en los nodos (es decir, es de clase C*).

10
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3.2 Definicion Formal de B-splines

Los B-splines (Basis splines) constituyen una base éptima para el espacio de los splines descritos
anteriormente. Cada funcién base N;'(u) de grado n se define formalmente como una funcién
polinémica por tramos caracterizada por un soporte compacto:

supp Ni* = [a;, Gitn+1]

Esto significa rigurosamente que la funcion base satisface:
s N/'(u) > 0 para todo u € (a;, Qitni1)-
= N(u) =0 paratodo u ¢ [aj, Gjtn+1]-

Adicionalmente, los B-splines cumplen con la propiedad de particion de la unidad en el domi-
nio de interés, asegurando que:

ZNi"(u) =1

Los B-splines no representan un nuevo tipo de curva, sino una base matematica éptima para el
espacio de funciones spline. Su construccion tedrica resuelve de manera simultanea la exigencia
de suavidad global y la necesidad de contar con un conjunto generador linealmente indepen-
diente y bien acondicionado.

3.3 Definicion y construccion: La féormula de Cox de Boor

I
—

El_< EL{-}-p ¢r R4t E/?+p+1

Figura 2: Representacién de las funciones base B-spline utilizadas en la construccién del espacio
de splines.

Un B-spline es una funcién polindmica por tramos que sirve como funcién base. A diferencia de
los polinomios globales como x2 0 23, que tienen valores distintos de cero en casi toda la recta
real, un B-spline se define de manera estrictamente local sobre una secuencia de nodos 7.
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La particularidad analitica de los B-splines radica en que no se definen a través de la resolucién
simultdnea de un extenso sistema de ecuaciones acopladas, sino mediante la recursién matema-
tica conocida como la formula de Cox-de Boor. de esta forma se construyen splines de grado
superior combinando linealmente splines de grado inferior.

Para un conjunto de nodos no decrecientes 70 < 71 < -+ < 7,,, el B-spline de grado 0 (el caso
base, que es un spline constante a trozos) se define formalmente como una funciéon indicadora
simple:

1 sim<x<Tigt,

0 en otro caso.

Para cualquier grado p > 1, el B-spline se construye de forma recursiva como una combinacién
convexa de dos B-splines de grado p — 1:

xr —T; T 1— X
Bip(x) = S _Z Bip-a(z)+ ————— z+p+_ — Bit1,p-1(2).
i+tp — Ti Ti+p+1 — Tit+1

Convencion algebraica: Si el denominador de alguna de las fracciones es cero (lo cual ocurre
analiticamente cuando hay nodos de multiplicidad mayor a uno), ese término completo se define
por convencién como cero.

3.4 Propiedades fundamentales

La formulacion de Cox de Boor dota a los B-splines de propiedades estructurales que los hacen
mejores frente a las bases polinomiales ordinarias para propdsitos de analisis funcional y teoria
de aproximacion:

= Soporte compacto (Control estrictamente local): Un B-spline B; ,(x) es estrictamente
mayor que cero solo en el intervalo abierto (7;, 754 p+1) ¥ €S exactamente cero en cualquier
otro lugar del dominio. Esto significa que la alteracién de un coeficiente lineal asociado a
este B-spline modificara la curva final inicamente en ese subintervalo.

= No negatividad: Para todo z y para todo 4, p, se cumple la desigualdad B; ,(x) > 0. La
positividad estricta dentro de su soporte garantiza un comportamiento analitico mondtono
en la combinacién convexa y asegura el buen condicionamiento de las matrices de disefio
asociadas.

= Particidn de la unidad: La suma de todos los B-splines de grado p evaluados en cualquier
punto = del dominio es exactamente 1:

Z Biy(x) = 1.

Esta propiedad geométrica asegura que la curva aproximada siempre permanecera dentro
de la zona definida por sus coeficientes, garantizando un comportamiento invariante bajo
transformaciones afines y estrictamente acotado.
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3.5 La matriz de disefio: La conclusion metodoldgica

Es este el punto mds importante que identifica y diferencia los B-splines de sus intentos de solu-
ciones previas. Habiamos establecido que todo lo que cambia, de un espacio de representacion
a otro, son las columnas de X, el motor algebraico de proyeccion ortogonal que las resuelve
permanece invariante.

Si buscamos aproximar una curva suave a un conjunto de observaciones utilizando B-splines, el
problema de optimizacion en el espacio euclidiano sigue siendo exactamente el mismo problema
de minimizacién de la norma (El mismo problema de minimos cuadrados):

n Y — X3|.
min | &l

Y la solucién analitica sigue siendo la misma proyeccion ortogonal deducida mediante las ecua-
ciones normales:

B=(XTx)"'x"y.

¢Qué es lo que cambia de manera definitiva desde la geometria del problema?

La estructura del subespacio generado por las columnas de la matriz de disefio X.En lugar
de construir las columnas de X con una base monomial global (como 1, z, 22, ...), evaluamos
nuestras funciones base de soporte compacto en cada uno de los puntos z;. La matriz X adopta
entonces la siguiente estructura:

Bl,p(xl) Bgyp(ZEl) e Bk:,p(l'l)
- BLp(wg) B27p($2) e Bk’p(l'g)
Biy(xn) Bap(rn) ... Bip(an)

Debido a la propiedad de soporte finito, la mayoria de los B-splines se anulan en cualquier pun-
to dado z; donde no tenga soporte. por esta razon, esta nueva matriz X esta en su mayoria
llena de ceros, dotando al producto X7 X de una estructura de banda fuertemente diagonal,
simétrica y definida positiva.

4 Conclusiones:

Al cambiar de el enfoque rigido de los subespacios generados por polinomios glovales en favor
de bases de soporte compacto( B-splines),adquirimos la capacidad de proyectar el vector de
respuestas Y sobre un subespacio cuyas bases capturan variaciones estrictamente locales. Esto
nos da una enorme libertad geométrica para aproximar formas funcionales altamente complejas
sin que una perturbacién en una regién del dominio altere globalmente la funcién.

Sin embargo, a medida que dotamos al modelo de mayor flexibilidad funcional aumentando la

dimensién del espacio de pardmetros 3, corremos el riesgo de que, si el nimero de funciones
base crece de manera desproporcionada respecto a los puntos evaluados, o si su soporte induce
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solapamientos redundantes (porque sus nodos estan demasiado juntos), la matriz de disefio X
pueda no tener rango completo por columnas.

Cuando X pierde su rango completo, la matriz producto X7 X deja de ser definida positiva
¥, en consecuencia, carece de inversa. En este escenario de cuasisingularidad, el sistema de
ecuaciones normales X7 X3 = XY ya no posee una solucién tinica, lo que implica que los
valores del vector de coeficientes B pierden su significado univoco e intrinseco. Como establece
la teoria matemadtica definida al inicio de este trabajo, sin imponer restricciones adicionales
sobre el modelo, la solucién deja de ser tnica y los parametros se vuelven no identificables.

4.1 Nota

Nota computacional: El niicleo de este proyecto es el desarrollo tedrico. Sin embargo, como ma-
terial de apoyo para visualizar estos conceptos, se ha elaborado una implementacion bdsica de B-
splines en Python. El notebook estd disponible en el siguiente enlace: luismath.me/Pares-Ordenados/notebook.
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